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Résumé. Dans cette Note, on s’intéresse a I'existence globale de solutions classiques de
I"équation des ondes critique a coefficients variables en dimension trois d’espace :

(E) Oau+ Juf'e = 0fu — div (A(xr) - V,u) + |u['v = 0, R, xR,

ou A est une fonction réguli¢re & valeurs dans les matrices 3 x 3 définies positives,
valant I’identité¢ en dehors d’un compact. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

The global Cauchy problem for the critical non-linear wave
equation in variable coefficients

Abstract.  In this Note, we study the existence of global smooth solutions of the critical wave
equation in variable coefficients in three dimensions of space:

(E) Oau+ ul'u = dfu — div (A(z) - V,ou) + |ul'u = 0, R, x R?,

where A is a regular function valued in the space of 3 X 3 positive definite matrix, which
is the identity outside a compact set of R*. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Abridged English Version

Let A be a regular function valued in the space of 3 x 3 positive definite matrix, which is the
identity outside a compact set. Moreover, we assume that there exists some strictly positive ¢, < 1
such that for all ¢ in R®,

(H) col€* < A(r)€ - € < g ME)>
We are interested in long time in the existence of solutions of the following Cauchy problem:
Oau+ |ul*u =0,
(P) u(0,) = o,
(0, ) = 1.

Our main result is the following:

Note présentée par Jean-Michel Boxny.
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THEOREM 1. — Let s be an integer, s > §+2 and let (p,v) € H* x H*~1. Under the hypothesis (H) on
the function A, the Cauchy problem (P) has a unique global solution u such that u € C2([0, 4+ o0[x R?).
Moreover, one has for all 0 < j < 1, 8/u € C/(R,H*7/).

We indicate that in the constant case (i.e. A(x) = Id), this problem was firstly solved by Struwe [9]
in the radial case, then by Grillakis [3] in the general case, and Shatah-Struwe [7], [8] in other
dimensions.

In this Note, we try to adapt (despite its rigidity) the method of Shatah-Struwe.

Sketch of the proof. — Under the Hypothesis (H) on A(x), we can regard (R®, A~'(x)) as a
Riemannian manifold. First, we proceed with a careful study of some local properties of the geodesic
metric, to define what we call “a geodesic cone”. Next, we prove that concentration phenomena
of energy can not hold, and that, by estimating the L°-norm of the solution u on little sections of
the geodesic cones. We conclude the proof of Theorem I, by using Strichartz-inequalities to obtain
a priori L™ estimate of the solution u.

1. Introduction

On établit dans cette Note un résultat d’existence globale de solutions classiques pour le probléme
de Cauchy associé a I'équation (E). Plus précisément, on montre qu’on a :

THEOREME 1. — Soit A une fonction réguliere a valeurs dans les matrices 3 x 3 définies positives,
valant !’identité en dehors d’un compact. On suppose qu’il existe une constante positive ¢y < 1 telle
que pour tout ¢ € R*

(H) colé)? < A(z)é-€ < (:51’5’2.

Alors, pour toute donnée (p, 1) € H* x H*™1, ou s est un entier s > % + 2, l’équation (E) admet
une unique solution u € C*([0, +oc[xR?) vérifiant (u(0,-), 0u(0,-)) = (@, ).

De plus, 87w € C/(R,H*79), 0 < j < 1. ‘

Rappelons que dans le cas constant (i.e. A(z) = Id), ce probleme a d’abord été résolu dans le
cas radial par Struwe [9], puis dans le cas général par Grillakis [3], et par Shatah-Struwe [7], [8]
pour les autres dimensions (pour une bibliographie détaillée, voir [10]). Notre résultat, comme celui
de Shatah-Struwe, s’appuie essentiellement sur deux estimations fondamentales. La premiére est une
estimation pour 1’équation linéaire due a Kapitansky (voir [5)], théoréme 1.3) et dite inégalité de
Strichartz; la seconde estimation exprime la non-concentration du terme non linéaire de I'énergie
(et par suite de I’énergie). Le point-clef de cette estimation consiste & adopter un point de vue
géométrique ; on exhibe des hypersurfaces de R, x R? dépendant de la géométrie de I’opérateur [ 4 et
qui jouent, dans le cas constant, le méme r6le que les cones d’ondes usuels. Plus précisément, on a :

LEMME 1. — Pour tout 2y = (to,x9) € [0,00[xR?* et toute solution classique u de (E) dans un
voisinage de zy on u

lim / [u(t,2)|%dz = 0 6)
t—=to dg (woe)<tg—1

ou dg désigne la distance géodésique associée. i la métrique définie sur R® par A~'(x).

2. Cones géodésiques

Pour tout (u,v) € (T,R*)2, on notera par {u,v), = A™*(z)u-v et | -], la norme correspondante.
On sait que pour tout 2o € R®, il existe V; voisinage de 0 dans T,,R®, U, un voisinage de z
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dans R3, et un C* difféomorphisme noté exp,,, qui envoie Vy dans U, et tel que la distance
géodésique d, est donnée par :

du(zg, ) = “(‘xpro (@)lag. Yz €U,,. (N
Cette application vérifie les propriétés décrites dans le lemme de Gauss (voir [2], Prop. (2.93)).

Pour tout o € R*, on pose ¢, (z) = dg(wg, ). En réduisant le voisinage U,, et en utilisant le
lemme de Gauss, on déduit le résultat suivant :

ProPOSITION 1. — La fonction ¢, est de classe C™ sur U, \(zy) et

A@)Vee, Ve, =1L U \(z0), 2)
div (9, A(2)V@u, ) = 34+ Oy, 3)
B(x) = A(z)V (¢, Vor,) = 1d = O(gy, ), )
(o)l — @] < oy (@) < 7 Ho)lw — o, (5)

o c¢(xy) est une constante positive.

Démonstration. — On prend xy = () et on notera par ¢ = @y, Ve gradient associé a la métrique g.
St v € Vj, on pose .r == expy(v). L'assertion (5) découle du fait que exp,, est un difféomorphisme.
Dans ce qui suit, on se limitera a la preuve de (2) et (3). La preuve de (4) est similaire. Pour tout
réel ¢ > 0. assez proche de 1, p(expy(tv)) = t||v||. En différentiant cette égalité par rapport a ¢
puis par rapport & v, on obtient :

Dep(expg(v))D expy(v) - v = ||v]]o, (6)

Dep(expy(v))Dexpy(v) - w =0 VYw € vt (7)

ou encore Vi (exp,(v)) = D_‘il‘ll%”(ﬂu)i. et ||V (expg())llexp,(v) = 1. ce qui achéve la preuve de (2)
sachant que V = A(-)V. Ensuite, soit ¢)(v) = (pAVep) (expy(v)) = Dexpy(v) - v, on a donc
div (4)(v) = 3 = div (¢)(v) — div (¢)(0) = O(||lv]lo) = O(p). D’autre part, div,(pAV)(0) = 3, et
par la formule de Taylor, div,(pAVe)(x) — 3 = O(|jz|]), d’ou (3) en vertu de (5).

2.1. Notations

Dans toute la suite, on appellera cone geodemque Iensemble des points (#,z) tels que

w2 (2) < (t —to)? a € U,
Si zo = (to,m0) € [0, -{—oc[x!F\?‘s et Q C R x R®, on désignera par :

K(z0) == {z = (t,x) € [0. 1] x U,, tel que @, (x) <ty — t} le cone rétrograde,

K(z) = {z = (t.x) € [to. +oc[ x U,, tel que @, (1) <t — to} le cone d’avenir,
M(zy) := {2z = (t,x) € [0, %] x U,, tel que @, (z) =ty — t} le manteau,
D(t,z) == {x € U,, tel que ¢, (x) < to — t} la section du cone A I'instant ¢,

QY =1{z=(t,2) € Q tel que S <t < T},

. 1 ‘ 1
e(u) = E(uf + IA%V_,"U,]Z) + Eu(’ la densité d’énergie,
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: 26
E(u, D, z)) := / e(u)de = Ey(u, D(t,2)) + / u~ I’énergie locale a I'instant ¢,

JD(t,20) D(t,z0) ©
. % A 2 u 6
d.y(u) o= ! PU’A Vga‘,t vyl + } la densité de flux,
L+ |Vipy,|? 2

Flux (u, M (20)) := / d., (u)do le flux,
S (z0)

[ / ( / |u(t,;1;)|"'d;z,~) ar,
(L@ S (Q) \JQy

ol Q, = {z,(t,r) € Q} et m; : R, x R2 — R est la premiére projection.

3. Existence globale de solutions classiques

La preuve du théoréme 1 découlera des points suivants :

LEMME 2 (Estimation de I'énergie). — Soit u € QZ(K 70)\20 une solution de (E). Alors pour tous
0<a<b<ty ona E(u, Db, 2)) + Flux (u, M*(z0)) = E(u, D(a, 2)).

LEmME 3 (Le lemme fondamental). ~ Soit v € C*(K (zU)\m) une solution de (E). Alors pour tous
0<a<b< tg, On a

/. lu(a, z)[dx < C’U(A){ fo b(E(u,D(a, 20)) + E7 (u. D(a, 20)))
D(a,zo) t() —a
+ E(u, D(a, zy)) — E(u, D(b, z0)) + [E(u, D(a, z0)) — E(u. D(b, zo))]%

+ (b~ a)(E(u, D(a, z)) + E7 (u, D(u,zo)))} (8)

o Cy(A) est une constante dépendant de A.

Démonstration. — On prend 2z, = (0,0). On note par ¢ la fonction @y, par D(t) le disque D(t,0),
et par E(t) I’énergie E(u, D(t,0)). Quitte & inverser le temps et conserver les mémes notations, on
pourra travailler dans le cone d’avenir. On multiplie I’équation (E) par L, u = t0yu + ¢ AVVu +u,
on obtient 0 = 0;q + div,. P + R, ol I'on a posé

1| Lou > AVu-Vu - ‘f—:(AVanu)Q 'u(’} ul

t.r)y==t|— —
alt,v) =11 51— 2 6

t b

P =

om)?  AVu-Vu+ L —20u% b
_( hu) N u- Vu+ 43 ey + % @AV — L,uAVuy,

2 2

. . JAVw - Vu u®  u? Ou)?
R=(3- dlv,,,(<pAV<p)){—2—— + 5 toE T ( t2 )

— Ot L—:I + B(AVu) - Vu
uS
+ @ Z arO(Qi;)0; u(d,cpdlu ~ dlgo ) + —=I1+1I+III+1V.

1,5.k,1 3

La fonction matricielle B du terme II est celle donnée par (4). En intégrant sur K f:, et en utilisant
les résultats de la proposition 1 on obtient

Qb) — Q(a) ~ / nL a
M?

ol I'on a posé Q(s) = fD(*) q(s,z)dz.

Rdzdt =0,

v1+ |V<P|2 /I“'
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Par ailleurs, on remarqua que

/ |u(1‘,:1:)|6d:17 < ClQ(i) < Q(E(t) + E%(t))
JD(t) t

et que
/ Bl 97 < niey - Ba) + (B @) - E@)].
. 1{}(',‘ t W -

La derniere inégalité résulte du lemme 2. D’autre part, en utilisant (2), (3) et (4) de la proposition 1
on obtient

/; [T dadi < Cb(b — a)(£(b) + E(b)%) et /~ {11) + ||} dz dt < Cb(b — a)E(b);
JKY K
ce qui, en vertu du signe de IV, acheéve la preuve du lemme 3.

COROLLAIRE 1. — Soit zq = (tg, z4) et soit u € C*(K(29)\z20) une solution de (E). Alors

lim / lu(b, x)|°dx = 0. 9)
b—tg . D(ll)
COROLLAIRE 2
1 3 1
Y(y,r) tel que p + =5 4 > 2, uwe LY(L"(K(20))) (10
lin} E(u, D(s,z)) =0, (1)
w € L([0, to]. LO(R?)), (12)
(DYu € L>=([0, 0], LS(R?)). (13)

Démonstration. — Les assertions (11) et (12) se démontrent d’une maniere identique que dans [7].
Pour obtenir (10), notons d’abord qu’on peut localiser les inégalités de Strichartz dans les cOnes
tronqués K'(z) de la méme fagon que dans le cas constant, et obtenir

ol (0 oy S o)Lz ez + IV 2D 200 + 10401 e gm0 ooyy) - (19

Pour le choix (¢,7) == (4, 12) dans (14) et pour s assez proche de ¢y, on obtient 1'inégalité
lll i oz atozgyy S L2, E(u, D(s,2))), et par suite le résultat par interpolation des cas (4, 12) et
(00, 6). Pour estimer {1))u, notons que u € L*([0, to[, L'*(R3)) et que O 4 (D)u-+ Ry (D)u+{D)u = 0,
oll Ry est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. En appliquant les inégalités de Strichartz avec
(q,7) = (oc,6) et en utilisant Plancherel la preuve s’acheve.

Fin de la démonstration du théoréme 1. — Le théoréme suivant, concernant I’existence locale et
I’explosion des solutions régulieres de (P), est un résultat classique. En se référant, par exemple,
a [6] on a:

THEOREME 2. — Le probleme de Cauchy associé a I'équation (E) admet une unique solution classique
maximale u € C*([0, T*[xR?) vérifiant 'une des deux alternatives suivantes :

(1) T = o0,
(ii) 7™ < +oc et limy_,p- |Ju(t, -)||L~re) = +o0.
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Du corollaire 2, on déduit que u € L°([0, T*[, WE5(R?)), et comme W'5(R3) — L*(R?), alors
on a T" = +oc.

L. Y. . 4
Remarque 1. — On rappelle qu’en dimension d > 3, le terme non linéaire de 1’équation est |u| ™2 .
Le résultat d’existence globale reste vrai pour les dimensions 3 < d < 6.

Remarque 2. — En utilisant des arguments de régularisation analogues a ceux de [1] et [8], on
peut vérifier que pour une régularité plus faible des données (i.e. (p,v)) € HY{(R?) x LE(R?)), le
lemme fondamental reste vrai lorsque la solution u est dans C([0, 7], H'(R*)) N C1([0, T], L3(R?)).
Ceci nous permet de prouver I’existence globale de solutions au sens de Shatah—Struwe de (E). Les
détails seront développés dans [4].
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